

































































No presente documento, pretende‐se  validar a  ferramenta SUBLIM3d para um  caso particular 






















this  tool  was  due  to  the  fact  that  the  limit  analysis  has  come  to  show  a  great  potential  for 
development of numerical models, which allows the determination of the maximum load supported 
by a structure characterized with a perfectly plastic behavior. 
This document  intends  to validate  the SUBLIM3d  tool  for  the particular case of non‐reinforced 
masonry walls  structures. Plane  strain  conditions were adopted only  loads  in  the plan of  the wall 
were considered. 
The behavior of masonry is controlled by the mechanical properties of the units and joints as well 
as  by  their  relative  position  and  orientation. Due  to  these  reasons,  the masonry  is  treated  as  an 
anisotropic and heterogeneous material. 
The  shaping  of  the masonry was  based  on  simplified micro modeling,  in which  the  units  are 
represented by continuous elements and the behavior of joints and interfaces unit/joint are replaced 
by a single surface  that consists of  joint elements. For each element was considered that could be 














































































































































































































































































































































































, ,  Tensores principais da taxa de deformação (elástica) 











































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































A  motivação  para  realizar  a  presente  dissertação  pode  ser  enquadrada  em  duas  vertentes 
distintas: a pessoal e a científica. 
As razões pessoais pelas quais aceitei a proposta de realizar a presente dissertação foram: 




• O  gosto  e  interesse  pela  programação  associada  à  utilização  de métodos  de  elementos 
finitos. 
No que  concerne  à  vertente  científica, o  tema  apresenta  ainda  alguns pontos por  esclarecer, 
apresentando  assim  a  possibilidade  de  conduzir  a  trabalho  inovador  e  aliciante.  Destacam‐se, 
nomeadamente: 
• A dificuldade em simular numericamente a alvenaria, devido a este tipo de estrutura ser um 
material  complexo  (composto  por  unidades,  juntas  e  interfaces  unidade/junta)  que  exibe 
diferentes  propriedades  direccionais  (resistência  e  rigidez).  Estas  propriedades  são 
influenciadas  principalmente  pelas  propriedades  dos  materiais  (unidades  e  juntas),  pela 
resistência dos  interfaces unidade/junta (que assume normalmente um valor muito  inferior 
quando  comparado  com  as  unidades  e  as  juntas,  assim  a  presença  destes  interfaces  cria 
planos  de  fragilidade  ao  longo  do  qual  a  falha  pode  iniciar‐se  e  propagar‐se)  e  da  sua 
orientação e pelo modo de execução da alvenaria; 
• O  insucesso  dos  métodos  existentes  para  estimar  a  carga  de  colapso  dos  sistemas  de 
alvenaria, revelando que se trata de uma área de investigação não concluída, havendo ainda 
possibilidade  para  explorar  soluções  alternativas  que  permitam  ultrapassar  as  limitações 
observadas actualmente. Em particular, a utilização dos teoremas da análise limite permitem 
obter métodos  com elevadas potencialidades, mas que  têm  sido até agora  razoavelmente 
negligenciados; 







o Às  razões  económicas  ‐  Em  países  desenvolvidos,  a  alvenaria  parece  ter  perdido 
quase completamente a sua função estrutural, para serem usados como um sistema 








































































































































































































































































Para  se  alcançar  o  objectivo  global,  é  necessário  atingir  os  seguintes  sub‐objectivos  que  o 
constituem: 
• Desenvolvimento da ferramenta numérica, através da  introdução de duas novas superfícies 
de  cedência  propostas  pelos  professores  Armando  Nunes  Antão[4]  e  Mário  Vicente  da 
Silva[5]  que  tentaram  incorporar  os  diferentes  mecanismos  de  rotura,  nomeadamente, 
rotura  por  tracção,  por  corte  e  por  compressão.  A  superfície  de  cedência  proposta  pelo 





da  utilização  destes  dois  critérios  pretende‐se  obter  melhores  resultados  do  que  os 
apresentados  na  literatura,  porque  os  critérios  existentes  não  consideram  na  sua maioria 
truncatura em compressão e em tracção, e os que consideram apresentam uma forma que 
não é mecanicamente possível; 






robustez  (garantir  a  convergência  para  a  maioria  das  situações),  precisão  (apresentar  o 
menor desvio possível à solução real), eficiência (apresentar um tempo de cálculo reduzido), 
desempenho  (obter pelo menos  tão bons  resultados quanto os existentes na  literatura)  e 
capacidade dos modelos propostos. Os resultados previstos pelos modelos são comparados 







No  que  refere  às  estratégias  de modelação  da  alvenaria,  são  conhecidos  a modelação micro 
detalhada,  onde  as  unidades  e  as  juntas  são  representadas  por  elementos  contínuos  e  onde  os 





















































































































































































































































































































































• A  proposta  apresentada  por  G.  Milani  et  al.  [16],  que  considera  como  estratégia  de 
modelação  a  homogeneização  onde  o  comportamento  do  corpo  é  admitido  como  rígido 
plástico  e  o método  de  resolução  do  problema  da  simulação  numérica  da  alvenaria  foi  a 
análise limite tanto recorrendo ao teorema cinemático como ao teorema estático; 
• A proposta apresentada por A. Orduna e P. B. Lourenço [17], que considera como método de 








• A  proposta  apresentada  por  P.  B.  Lourenço  [6],  que  considera  a  modelação  micro 
simplificada  e  a  homogeneização  (com  diferentes  propriedades  direccionais)  como  as 
estratégias de modelação da alvenaria, propõe uma superfície de cedência para os interfaces 
e considera que os materiais apresentam um comportamento plástico; 
A  ferramenta de  cálculo  considerada no presente  trabalho é o  SUBLIM3d  [1] que  considera a 
modelação micro simplificada para a modelação da alvenaria, que opta por considerar os materiais 
como  rígido‐plásticos,  que  se  baseia  no  teorema  cinemático  do método  da  análise  limite  para  a 
resolução do problema da simulação numérica da alvenaria e que considera as seguintes superfícies 









































































































































































































































A convenção de sinais geralmente adoptada ao  longo deste documento,  tanto para as  tensões 
como para as deformações, será a da geomecânica. Esta convenção considera que a compressão é 




O  presente  trabalho  focou‐se  na  análise  do  problema  em  duas  dimensões  (2D),  por  isso  as 

















































































































































































































































































































































contínuos,  enquanto  que  os  interfaces  unidade/junta  são  representados  por  elementos 
descontínuos e, por isso, corresponde à modelação existente mais detalhada. O objectivo de 
representar  detalhadamente  a  alvenaria  é  alcançado  através  de  testes  laboratoriais  nos 
materiais  e  em pequenas  amostras de  alvenaria, que permitem obter  as propriedades de 
cada composto. Esta modelação necessita tanto para as unidades como para as  juntas, das 
seguintes  propriedades:  Módulo  de  Young,  Coeficiente  de  Poisson  e  opcionalmente 
propriedades  inelásticas. Por outro  lado, os  interfaces  representam um potencial plano de 
deslizamento/rotura.  Esta  aproximação  é  mais  eficiente  para  alvenarias  de  pequena 
dimensão,  para  detalhes  de  estruturas  de  alvenaria,  para  regiões  onde  haja  aberturas  de 
janelas ou de portas, isto é, para zonas onde exista uma forte heterogeneidade de tensões e 
de deformações;  
• Modelação  micro  simplificada,  onde  o  comportamento  das  juntas  e  dos  interfaces 
unidade/junta são colocados em superfícies médias (cada superfície média é constituída por 
uma junta e por dois interfaces unidade/junta) com espessuras nulas, sendo estas superfícies 





e  os  interfaces  unidade/junta  são  substituídos  por  um  compósito  anisotrópico  (sendo  as 
relações  estabelecidas  em  termos  de  tensões  e  deformações  médias).  Corresponde  à 
modelação  que  apresenta maior  rapidez  de  obtenção  de  resultados  (devido  em  primeiro 
lugar, aos requisitos de memória serem reduzidos e segundo lugar, à fácil geração da malha). 
























































































































































































































quando  o  corpo  foi  inicialmente  carregado,  vai  ser  totalmente  recuperado  na  fase  de 
descarregamento, porque o corpo durante esta fase liberta a mesma quantidade de energia mas com 
sentido oposto. 


















Γσ),  isto  é,   ˄  .  A  região  Γu,  corresponde  aos  requisitos  de  fronteira 






















































































































, ,                     (2.10) 
0 0,0,0                          (2.11) 
• As relações constitutivas (seis equações): 
.                        (2.12) 
onde através da lei de Hooke generalizada, a matriz D (matriz flexibilidade) é obtida por, 
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                         (2.15) 
Os  três  valores  referidos  anteriormente  (E, G,  υ)  correspondem às  constantes elásticas do 
material.  Sendo  apenas  necessário  o  conhecimentos  de  duas  dessas  constantes  para  a 
correcta resolução do problema. 
Adicionalmente, as componentes da tensão e do deslocamento devem satisfazer as condições de 





diagrama de  tensão‐deformação  (Figura 2.7). O  ramo plástico  tem  início na  tensão de  cedência e 
prolonga‐se  até  à  tensão de  rotura,  assim  a  tensão de  cedência  corresponde  à  transição  entre o 

































































































































































































































































plástica  cessa, permanecendo no  corpo  apenas  as deformações plásticas.  Se o  corpo  voltar  a  ser 
recarregado e o ponto de tensão tocar novamente na superfície de cedência, a deformação poderá 
começar  novamente  e  o  vector  ,  será  novamente  normal  à  superfície  de  cedência  neste  novo 






taxa  de  deformação  plástica  pode  ser  definido  por  qualquer  vector  apontando  para  fora  da 






































































































































































































































































• A  taxa da dissipação plástica por unidade de volume, D, definida pelo produto  interno das 
tensões pela taxa de deformação plástica, 
,                         (2.21) 
que deriva da própria definição da dissipação plástica  (2.21) e da normalidade da  taxa de 
deformação face à superfície de cedência. A taxa de dissipação de energia plástica pode ser 
reformulada,  tendo  em  consideração  (2.18),  (2.20),  (2.22)  e  (2.23)  de  forma  a  depender 
apenas das taxas de deformação plásticas [23]. É de salientar no entanto que, mesmo para 
superfícies não estritamente convexas, caracterizadas por múltiplas hipóteses de estados de 
tensão  associados  a  determinada  taxa  de  deformação  plástica,  a  dissipação  conserva‐se 






,                                          (2.22) 
onde a derivada parcial,  ⁄ , implica a derivada com respeito a qualquer componente de tensão a 
partir do qual a expressão da  componente  respectiva da matriz da  taxa de deformação plástica é 
obtida  e  o multiplicador  plástico  (semelhante  a  um multiplicador  de  Lagrange),  α,  representa  a 
magnitude  das  componentes  da  taxa  de  deformação  que  será  indeterminada  a menos  que mais 
informação  seja  fornecida.  A  equação  (2.22)  assegura,  como  já  foi  dito  anteriormente,  que   é 
normal à superfície de cedência, mas se o sistema de coordenadas estiver alinhado com as direcções 
principais do tensor das tensões então a equação (2.22) pode ser reescrita da seguinte forma, 
,       , ,                       (2.23) 
As equações  (2.22) e  (2.23) são chamadas de  regras de escoamento associadas, atendendo ao 
facto que as deformações plásticas são associadas directamente com a superfície de cedência. Por 
outro  lado,  uma  regra  de  escoamento  não  associada  corresponde  a  substituir  nestas  mesmas 
equações  a  função  que  define  o  critério  de  cedência,  f,  por  outra  função,  g. Onde  as  regras  de 
escoamento  não  associadas  vão  geralmente  negar  muitas  das  vantagens  das  condições  de 
















































































































































































































































,               ,                                     (2.25) 
onde,  doravante,   representa  apenas  as  componentes  contínuas  da  deformação  plástica,  e   
simboliza as possíveis componentes descontinuas. Os espaços Cc e Cd são definidos de forma a forçar 
implicitamente o cumprimento com a regra de escoamento normal, equação (2.22) e (2.23), através 
do  confinamento  para  esses  espaços,  da  taxa  do  tensor  da  deformação  plástica  admissível  e  das 
descontinuidades  da  velocidade,  respectivamente.  Do  ponto  de  vista  físico,  as  referidas 
descontinuidades podem  ser observadas  como uma  variação no  campo da  taxa das deformações 
plásticas  localizadas  numa  zona  de  espessura  infinitesimal  de  material.  Deste  modo,  estas 
descontinuidades  encontram‐se  igualmente  sujeitas  às  lei  de  escoamento  (2.22)  e  (2.23).  Em 
Salençon  [23], pode  ser encontrado um  tratamento matemático  rigoroso das descontinuidades no 
campo das velocidades.  
Por  último,  como  os  deslocamentos  sofridos  pelo  corpo  são  muito  pequenos  quando 
comparados  com  a  sua  menor  dimensão,  considera‐se  como  válida  a  hipótese  de  linearidade 
geométrica (sendo  igualmente válida a hipótese das pequenas deformações), permitindo assim que 












                     (2.26) 
Em  contraste, as  condições de deformação plana  referem‐se a  situações onde  se assume que 
todas as componentes de deformação associadas com uma direcção das coordenadas são idênticas a 





                     (2.27) 







































































































































































































































































































































Como  ilação da análise  linear e não  linear, conclui‐se que a análise  linear assume‐se como uma 
ferramenta mais prática, mas que apenas pode ser aplicada a materiais elásticos e que por seu lado a 
análise  não  linear  apresenta  uma  elevada  complexidade  na  formulação  do  problema  e  exibe  um 




conjunto  de  partículas  discretas.  Estas  partículas  (podem  ser  consideradas  como  rígidas  ou 
deformáveis) são definidas por funções matemáticas e a interacção com as partículas adjacentes são 
feitas através de  forças de  contacto. À medida que o  conjunto de partículas  se deforma, existe  a 
possibilidade de o contacto entre elas ser criado ou extinto, mas movem‐se sempre para posições de 
equilíbrio de acordo com a lei de Newton. 
Os  problemas  estáticos  são  resolvidos  por  uma  aproximação  dinâmica  onde  o  processo  de 
cálculo é realizado em pequenos  intervalos de tempo, para que a perturbação que se gera, não se 
propague  além  da  vizinhança mais  próxima  de  cada  partícula.  Esta  hipótese  optimiza  o  uso  da 
memória computacional evitando o uso de processos  iterativos permitindo, assim, a representação 
de interacções não lineares entre um grande número de partículas. 
Este método  apresenta  como  principal  desvantagem  o  elevado  esforço  computacional  que  é 
exigido,  limitando  tanto  a extensão da  simulação  como o número de partículas usado. Apresenta 
como  vantagem  mais  relevante  a  capacidade  de  executar  um  estudo  mais  detalhado  da 
microdinâmica dos fluxos das partículas que o obtido através de experiências físicas. 
De uma forma geral, mas desprezando como simplificação a rotação como grau de  liberdade, a 




, , ,                (2.29) 
onde M e C são respectivamente as matrizes de massa e amortecimento da partícula. A parcela total 
das  forças  é  composta  pelas  forças  de  contacto  entre  as  partículas  ,  pelas  forças  geradas 





































































































































































































































































































Como  nota  da  Figura  2.16,  observa‐se  que  a  região  de  carregamentos  admissíveis  herda  as 
propriedades de convexidade da superfície de cedência e que a carga de colapso do sistema não é 




de  um  valor  exterior  ao  conjunto  das  cargas  admissíveis  e  o  teorema  da  unicidade  que  leva  à 
obtenção  do  carregamento  limite  (sendo  que  no  presente  trabalho  apenas  se  irá  expor  os  dois 




Admite‐se  então  um  sistema mecânico  que  verifica  as  limitações  e  que  aceita  como  válido  o 




Este  teorema  diz  que  se  for  possível  encontrar  pelo menos  um  campo  de  tensões  que  seja 
admissível,  isto  é,  onde  as  condições  de  cedência  (2.18)  e  de  equilíbrio  (2.30)  se  verifiquem 
localmente em todo o domínio e que satisfaça igualmente a condição de equilíbrio (2.31) na fronteira 
estática, então o carregamento pertence à região dos carregamentos admissíveis (ou suportáveis) e o 







2. Tenta‐se obter os  valores particulares da  tensão  através das  condições de  equilíbrio, mas 
haverá sempre um ou mais destes valores que não serão totalmente especificados; 
3. Tenta‐se  ajustar  as  tensões  indeterminadas  para  que  a  carga  aplicada  na  estrutura  seja 
maximizada, e a condição de cedência seja satisfeita em todo o domínio; 














































































































































































































































































  D   D                   (2.37) 













utilizados  neste  trabalho,  bem  como  a  sua  definição  do  espaço  auxiliar,  Cc.  As  expressões  aqui 
adoptadas seguem a definição apresentada por Salençon [23]. As referidas expressões são definidas 
no espaço das tensões e das deformações principais, pressupondo a seguinte ordenação: 
                         (2.39) 
Não  se define o espaço Cd  (espaço que  afecta  as descontinuidades no  campo de  velocidade), 


































































































































Critério  D(ε)  Cc 
Mohr – Coulomb  tan






                        (2.42) 
Critério de Mohr – Coulomb, associado com a rotura por corte (modo II): 
1 sin 1 sin 2 cos                     (2.43) 
Truncatura à compressão, associado com a rotura por compressão (modo III): 
                            (2.44) 
onde   e   representam a truncatura à compressão e à tracção, respectivamente. Considera‐se que 
estas truncaturas apenas possuem valores maiores ou iguais a zero, devido a representarem o valor 
















































































































































































Também  em  comunicação  privada  [5]  foi  proposta  pelo  professor Mário Vicente  da  Silva  um 
critério de cedência constituído por três zonas (em ordem às tensões principais): 
Truncatura à tracção, associado com a rotura por tracção (modo I): 
                           (2.48) 
Critério de Mohr – Coulomb, associado com a rotura por corte (modo II): 
1 sin 1 sin 2 cos                (2.49) 
Truncatura ao corte, associado também com a rotura por corte (modo III): 















































































































































































Como  ponto  de  partida,  escalam‐se  todos  os mecanismos  plásticos,  através  da  imposição  da 
condição (3.1) que obriga a que o trabalho efectuado pelo carregamento variável seja unitário: 
1                               (3.1) 
Esta medida conduz à reformulação do problema de optimização, permitindo que a solução do 
novo  problema  corresponda  ao  parâmetro  da  carga  de  colapso  óptimo.  Deste modo,  evita‐se  a 
necessidade  de  testar  diversos  parâmetros  de  carga,  resultantes  de  um  algoritmo  auxiliar  de 
pesquisa da carga de colapso. 
Para qualquer mecanismo cinemáticamente admissível, pode‐se estabelecer para a expressão do 
multiplicador  a  equação  (3.2),  através da  introdução da  equação  (3.1)  num  corolário do  teorema 
cinemático (substituindo (2.34) em (2.38)): 
.




Min  ,                       (3.3) 
que se encontra sujeito às condições (2.24), (2.33), (3.1) e  
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                           (3.9) 
e a matriz A0 assume a seguinte forma, 
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 2 0 0
0 0 0 0 1 2 0
0 0 0 0 0 1 2
                  (3.10) 





necessariamente  contínuo.  Assim  foram  estudadas  duas  estratégias  que  visam  a  introdução  no 
modelo  proposto  de  descontinuidades  no  campo  das  velocidades,  correspondentes  a  fortes 
gradientes na taxa de deformação plástica. 
A primeira estratégia corresponde na  introdução de elementos degenerados. Para se permitir a 
formação  das  descontinuidades,  deve‐se  inserir  na  malha  de  elementos  finitos  um  trecho  de 
elementos degenerados, com espessura nula, entre os elementos regulares adjacentes. A principal 




Para  assegurar  a  consistência  do  modelo,  é  necessário  modificar  o  parâmetro  de  penalidade 
adoptado  para  os  elementos  degenerados  na malha  de  elementos  finitos,  rp,  caso  contrário,  os 
termos quadráticos da  função  Lagrangiana  (3.8) destes  elementos  assumiriam o  valor  de  infinito. 
Para ultrapassar este problema o parâmetro rp deve ser obtido pela seguinte expressão, 



























































































































































































































elevadas  propriedades  mecânicas  fictícias.  Impossibilita‐se  assim  a  deformação  plástica 
destes elementos na formação do mecanismo de colapso óptimo, por estar, necessariamente 
associada  a  dissipações  incomportavelmente  elevadas. Ainda  por  cima,  no  ponto  de  vista 




virtual  localizado na origem do  sistema de  coordenadas global  (Figura 3.3). A este nó  são 
atribuídos  seis  graus  de  liberdade:  três  correspondem  a  velocidades   , ,  e  os 




liberdade  de  velocidade  de  um  nó  genérico  que  pertença  a  um  dos  elementos  que 
constituem o corpo rígido,  ,  
d TTd d T d                    (3.14) 
onde T corresponde à matriz transformação e é definida por, 
T
1 0 0 0 z y
0 1 0 z 0 x
0 0 1 y x 0














































































































































































































































































































parâmetro  r0  apresenta  um  papel  importante  no  ritmo  de  convergência  do método  iterativo  de 
Uzawa.  O  seu  valor  não  pode  ser muito  elevado,  o  que  origina  uma  evolução muito  rápida  no 
processo  iterativo  podendo  tornar‐se  num  problema  mal  formulado  e  pôr  assim  em  risco  a 
convergência  (convergindo para um  valor da  região  superior menos preciso do que  aquele que o 









, , , 0
, , , 0
                          (3.18) 
resultando num sistema linear de equações que se resolve para cada iteração, 
, , Ʌ ,
, 1                                                            









































































































































































































O  problema  de minimização  presente  na  FASE  2  do  algoritmo  de  Uzawa  é  denominado  de 




fixos.  Depois  pode‐se  eliminar  o  domínio  de  integração,  porque  se  assume  como  constante  a 
aproximação executada ao campo da taxa de deformação (3.7) para todos os elementos. Tomando 
em  consideração  as  hipóteses  anteriores,  que  em  nada  alteram  o  ponto  óptimo,  o  problema 
optimizado local pode ser reformulado para cada elemento finito por: 
                       (3.31) 
onde, 
, , , 2 , 2 , 2 , T                   (3.32) 
que contem as componentes do tensor Si, 
                          (3.33) 
Por  fim,  para  se obter uma  redução  no  espaço das  variáveis  de  decisão  e  consequentemente na 
complexidade  do  problema  de  minimização,  converte‐se‐o  num  problema  de  minimização 
equivalente formulado no espaço das deformações principais,  
̃     ̃   ̃ ̃ ̃ ̃ ̃                      (3.34) 
onde o vector  ̃  guarda as componentes principais da aproximação do tensor da taxa de deformação 
do domínio, 
̃ , ,                           (3.35) 
e  o  vector  ̃  reúne  os  valores  próprios  do  tensor  Si,  que  são  ordenados  de  forma  decrescente 
, 
̃ , ,                              (3.36) 





                      (3.37) 












































































































































































































































































                       (3.45) 
Por fim, a escolha da solução óptima resume‐se nos seguintes passos: 
I. Confirmar  se  os  pontos  admissíveis  pertencem  ao  espaço  auxiliar  que  confina  a  taxa  do 
tensor da deformação, Cc, ver Tabela 2.1; 








L eI, eII | | | | tan | | | | sIeI
sIIeII eI eII                            (3.46) 
sendo a regra de normalidade traduzida pela restrição, 
| | | |                          (3.47) 
Modo II e III: 
L eI, eII | | | | sIeI sIIeII eI eII     (3.48) 
onde  a  constante  H  é  obtida,  como  já  foi  dito  anteriormente,  pela  equação  (2.45).  A  regra  da 
normalidade deste modo é traduzida pela seguinte restrição, 
| | | |                     (3.49) 











































0 ;  (viii)  






















































































































                          (3.61) 
Dos candidatos apresentados são rejeitados liminarmente aqueles que não satisfazem a regra da 




critério:  Inicialmente  tinha‐se optado por uma estratégia  semelhante à apresentada no critério de 
Mohr‐Coulomb  (capítulo  3.2.2.1), mas  a  solução  obtida  não  correspondia  à  esperada.  Depois  de 
vários  testes  realizados chegou‐se à  conclusão que este  facto  se devia à perda de precisão com a 






Tendo  como base a  função da  taxa de dissipação de energia plástica para o  critério de Mário 
Vicente da Silva[5], Tabela 2.3, pode‐se especificar o problema de minimização local (3.34): 
Modo I: 
L eI, eII | | | | tan | | | | sIeI
sIIeII eI eII                            (3.62) 
sendo a regra de normalidade traduzida pela restrição, 
| | | |                         (3.63) 
Modo II e III: 
L eI, eII | | | | sIeI sIIeII eI eII       (3.64) 
sendo a regra de normalidade traduzida pela restrição, 
0
| | | |                            (3.65) 







































































































































































̃ 0,0                           (3.70) 
devido a ser o único ponto que verifica a restrição provocada pela regra da normalidade, 
                     (3.71) 
Debruçando  agora  sobre  a  situação  (v),  que  falta  resolver,  impõe‐se  a  condição  que  permite 
obter  o mínimo  da  função  objectivo  (equação  (3.41)  na  equação  (3.66))  independentemente  das 
restrições (3.67), logo a solução sem restrições para a qual nesta zona a função objectivo atinge o seu 
valor mínimo,  ̃ , é dada por, 
̃ , 1 , 1           (3.72) 




                         (3.73) 
Como se pode constatar pela observação da função objectivo (3.66) os coeficientes que afectam os 




̃ 1, 1                           (3.74) 
̃ 0,0                             (3.75) 
̃ 1,                         (3.76) 
Por fim, a escolha da solução óptima resume‐se nos seguintes passos: 
I. Confirmar se os pontos admissíveis,  ̃  até  ̃ , pertencem ao espaço auxiliar que confina a 
taxa do tensor da deformação, Cc, ver Tabela 2.3; 












Mário Vicente da Silva)  foi semelhante, por  isso de  seguida expõem‐se e explicam‐se os exemplos 
que definem o processo de validação do presente trabalho: 
I. Corpo sujeito a cargas uniformemente distribuídas normais à superfície  (H e V), ver Figura 






II. Corpo  sujeito  a  cargas  normais  (H  e  V)  e  tangenciais  (C)  uniformemente  distribuídas,  ver 
Figura 4.2. Este exemplo foi realizado em segundo lugar porque o corpo se mantém sujeito a 
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inicia‐se  pela  geração  da malha  do  corpo.  Devido  à  homogeneidade  de  solução  do  exemplo,  o 
resultado obtido por uma malha mais e menos refinada será o mesmo, por  isso optou‐se por uma 
discretização  do  corpo menos  refinada,  ver  Figura  4.4. Na  Tabela  4.1  encontram‐se  as  principais 






















































































































Por  último,  apresenta‐se  a  resolução  real  do  problema  obtida  através  de  cálculos  analíticos 
simples:  

















































































































































































































































• O ponto de tensão principal no estado inicial  ,  onde, 
                          (4.12) 
                      (4.13) 
onde as grandezas OC e R são calculadas através de (4.2) e (4.1), respectivamente. Os 
valores  numéricos  de  todas  as  variáveis  definidas  neste  tópico  apresentam‐se  na 
Tabela 4.2; 























































































































































































seria  de  esperar  devido  à  simplicidade  do  exemplo,  o  que  conduz  a  um  tempo  de  execução  dos 
cálculos em computação sequencial inferior a 1 segundo. 






Tensões  Inicial (i)  Colapso (c)  Truncatura (t) 
σI [MPa]  40  75  65 
σII [MPa]  10  10  0 
Propriedade do círculo de Mohr 
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• O ponto de tensão principal no estado inicial  , , no estado de colapso 




Observando  onde  o  ponto   toca  na  superficie  de  cedência  (Figura  4.13),  conclui‐se 
que este exemplo se encontra na zona (v) do modo III, através da comparação com a Figura 
3.6. 
































Para  facilitar  a  obtenção  do  ficheiro  de  dados  destes  exemplos,  criaram‐se  programas  para 





















































































































































































































































































































































































































grupo  de  carregamento.  Para  permitir  que  a  alvenaria  possa  ser  carregada  com 






o Ponto  2: Neste  ponto  tem  que  se  definir manualmente  se  existem  elementos  de 
corpo rígido; 
o Ponto  3:  Aqui  define‐se  manualmente  o  critério  de  cedência  dos  tijolos  (quatro 
materiais) e das juntas; 
o Ponto  4:  Neste  tópico  procede‐se  à  conversão  das  cargas  nodais  em  cargas 
distribuídas  e  define‐se  manualmente  o  valor  numérico  de  cada  grupo  de 
carregamento; 
o Ponto  5:  Este  ponto  engloba  a  introdução  manual  dos  valores  dos  parâmetros 
opcionais  (tolerância,  número máximo  de  iterações  e  alterações  ao  parâmetro  de 
penalidade inicial). 












As  cargas  de  colapso  destes  exemplos  não  são  afectadas  pelas  truncaturas  dos  critérios 
propostos, pelo que  se  considerou  exclusivamente o  critério de Mohr‐Coulomb  (capítulo 3.2.2.1). 



















































































































































Ingegneria  Strutturale  e Geotecnica  da Universidade  de  Roma. O  ensaio  a  que  foram  sujeitas  as 
paredes é equivalente a inclinar a gravidade por um ângulo θ até ocorrer o colapso da alvenaria, isto 
é, semelhante a considerar as paredes sujeitas tanto ao peso específico dos blocos (γ), que é vertical 
e  constante,  como  a  uma  componente  horizontal  das  forças  de  massa  (λγ)  que  é  aumentada 
gradualmente até ocorrer o colapso da alvenaria (onde λ ≥ 0 é um parâmetro de carregamento não 
dimensional).  Portanto  pode‐se  representar  o  domínio  de  estabilidade  da  estrutura  no  seguinte 





Na  Figura 5.7  representa‐se  a  trajectória de  carregamento do  ensaio experimental que  segue um 
esquema circular de carregamento (caminho número 2) definido por: 

























































































































































































                                 (5.5)    
2                                    (5.6) 
levando  à  determinação  de  um  valor  da  região  superior  ,  que  é  obtido  através  do 
caminho número 1 da Figura 5.7. Conclui‐se da observação da equação (5.4) que o valor extremo do 







não  foi possível porque  a  informação  apresentada nesse  artigo  é muito  incompleta  em  relação  a 
vários aspectos que afectam a criação do  ficheiro de dados. Em última circunstância, para resolver 
esta falta de dados, tentou‐se contactar via correio electrónico o professor P. DeBuhan, mas não se 




Este  objectivo  já  foi  possível,  mas  para  ser  alcançado  correctamente  teve‐se  que  executar  um 
conjunto de hipóteses: 
• Em relação às propriedades da alvenaria: 




                           (5.7) 
o Considerou‐se que a alvenaria é constituída por 512 fiadas;  
o O número de tijolos que constituem cada fiada é obtido considerando que, 
º                          (5.8) 




                    (5.10) 


































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































resistente, qualquer alteração da  sua  forma  influenciará  significativamente a  carga 
de colapso. 
Em  seguida  comparam‐se  os  resultados  obtidos  pelas  estimativas  teóricas  (com maior  ênfase 
para os obtidos pelo SUBLIM3d) com os ensaios experimentais (Figura 5.12 e Figura 5.13): 




juntas por  tijolo  (menos  fragmentado  se encontrará a alvenaria),  logo maior poderá  ser  a 
carga  de  colapso.  Mas  este  efeito  é  também  consideravelmente  acentuado  pela 
consideração  dos  tijolos  como  elementos  rígidos  (como  se  verifica  neste  exemplo),  logo 
considerando que os  tijolos  exibam parâmetros  finitos de  resistência  é  esperado que não 
apresente a mesma relevância [12]; 
• Em  alguns  casos,  torna‐se  questionável  a  comparação  dos  resultados  teóricos,  com  os 
experimentais, devido a que alguns ensaios experimentais foram realizados com um número 
reduzido de fiadas [12]; 
• Para  o  caso  de  m=0.875,  observa‐se  que  os  valores  teóricos  obtidos  pelo  SUBLIM3d 
apresentam uma maior semelhança ao resultados experimentais que os obtidos por [12]; 
• Do ponto de vista da análise limite, conclui‐se de uma maneira geral que para os dois gráficos 
os  resultados  obtidos  pelo  SUBLIM3d  aproximam‐se  mais  do  verdadeiro  percurso  do 
multiplicador de colapso de uma alvenaria homogeneizada do que os resultados obtidos por 











De  seguida, para  se  confirmar o erro máximo óptimo  adoptado  (2%),  recalculou‐se para  cada 
caso  de m,  cinco  alvenarias  (ρ=0.60,  ρ=1.20,  ρ=1.81,  ρ=2.41,  ρ=3.00)  com  o  dobro  da  proporção, 
utilizando  o mesmo  raciocínio  que  o  apresentado  no  processo  de  alcançar  a  homogeneização  de 
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tan 0.62                         (5.14) 





















































































































Esta  ferramenta  de  cálculo  considera  a  modelação  micro  simplificada  na  modelação  da 
alvenaria, optando por considerar os materiais como perfeitamente plásticos e obedecendo às 
regras de  escoamento não  associado  (dado para um  ângulo de dilatação nulo). Baseia‐se no 
teorema cinemático do método da análise limite para a resolução do problema e considera uma 
superfície de cedência composta tanto pelo critério de mecanismo de esmagamento como pelo 
critério  de  Mohr‐Coulomb.  Esta  análise  considera  duas  hipóteses,  uma  que  corresponde  a 
limitar as tensões de compressão nos  interfaces bloco/bloco e uma segunda que  impõe que a 
alvenaria  não  tem  qualquer  resistência  à  tracção.  Nesta  proposta  definem‐se  dois  tipos  de 
análises: 
o Análise  limite  1  ‐  considera  que  todos  os  tijolos  são modelados  como  elementos 
rígidos; 
o Análise  limite  2  ‐  considera  que  todos  os  tijolos  são modelados  como  elementos 
rígidos, excepto o tijolo mais à esquerda da 3 fiada (contando o número de fiadas a 








Esta  ferramenta  de  cálculo  considera  a  modelação  micro  simplificada  na  modelação  da 
alvenaria,  optando  por  considerar  os  tijolos  como  um material  rígido  e  as  juntas  como  um 
material plástico. Baseia‐se no teorema cinemático do método da análise limite para a resolução 
do  problema  e  considera  a  superfície  de  cedência  proposta  por  P.  B.  Lourenço  e  J. G.  Rots 
(modelo de  interface composto)  [32], ver Figura 2.21. Pela observação experimental da Figura 
5.17,  considerou‐se  impossível a  fendilhação dos blocos para as paredes SW30 e SW100, por 
outro lado para as paredes SW200 e SW250 considerou‐se potenciais falhas no meio dos blocos. 
A representação gráfica das forças horizontais de cedência desta proposta é obtida através da 

















































































































































resistência  média  à  compressão  dos  tijolos  (fc).  Pelas  condições  de  equilíbrio  obtém‐se  a 
seguinte expressão para a estimativa da força horizontal de cedência (H): 
tan 1 tan                      (5.16) 
sendo, 
                            (5.17) 
em  que  V  corresponde  à  força  vertical  total  aplicada  à  alvenaria  e  b,  h,  t  correspondem  à 
largura, altura e espessura da parede, respectivamente.  
• Modelo de Carol e López [34]: 
Nesta  proposta  as  paredes  foram  simuladas  numericamente  usando  o  modelo  de  análise 
proposto  por  Carol  e  López  [35].  Esta  ferramenta  de  cálculo  baseia‐se  na  elasto‐plasticidade 











obtidos  por  D.  Oliveira  [27]  como  os  resultados  obtidos  pelas  várias  propostas  encontradas  na 
































































































































































: 0 0             (5.22) 
determina‐se o valor do ângulo α, 
28.56°                       (5.23) 
V. Sabendo que, 
90° 61.44°                    (5.24) 
determina‐se o valor do ângulo φ. 
VI. Substitui‐se as equações  (5.24) e  (5.18) na equação  (2.40) e  resolve‐se em 
ordem à coesão, obtendo‐se, 
7.27                     (5.25) 
o Embora  o  lintel  seja  modelado  por  elementos  rígidos  considera‐se,  devido  ao 
enunciado no segundo tópico do capítulo 5.1.1, que o lintel também foi definido pelo 





                            (5.26) 
o Considera‐se que a  força horizontal aplicada na parede de alvenaria corresponde a 
uma tensão de corte distribuída em toda a largura do lintel; 
o Considera‐se  que  o  peso  específico  equivalente  e  distribuído  da  viga  de  betão 
reforçado (p.e.e.d.v.b.r.) é obtido pelo seguinte raciocínio: 
I. Considera‐se que o  . . 25 /  (peso especifico do betão reforçado); 
II. Calcula‐se o peso específico equivalente do betão reforçado: 
. . .




















































































































































































































































































































































































































































































SW30, SW100, SW200, SW250  Linear  730  794  1460 
Como  complemento,  para  as  paredes  de  corte  SW30,  SW100,  SW200  e  SW250  representa‐se 

















































melhor  solução  de  0.7KN  (3.1%),  correspondendo  a  uma  diferença  pouco 
significativa, o que leva a dizer que o resultado obtido pelo SUBLIM3d corresponde a 
uma  boa  estimativa  da  carga  de  colapso  experimental.  Nesta  parede  todas  as 
propostas  apresentadas  exibem  valores  inferiores  aos  observados 
experimentalmente, conduzindo assim à obtenção de valores a favor da segurança; 
o Pela observação da  Figura 5.17, da  Figura 5.19  e da  Figura 5.27,  conclui‐se que o 
mecanismo  de  colapso  obtido  experimentalmente  é muito  semelhante  ao  obtido 
pela aproximação numérica (Análise de MEF [31]), nomeadamente, uma progressão 
gradual de  separação dos blocos  ao  longo da diagonal de  compressão, provocada 
pela  rotação  da  parte  superior  em  relação  à  base  da  parede,  não  se  observando 
praticamente qualquer  tipo de esmagamento ou  fendilhação dos blocos. Por outro 
lado,  o  mecanismo  de  rotura  obtido  pelo  SUBLIM3d  também  é  semelhante  ao 















































































































































































































































































































































em  relação  à melhor  solução  de  19.4KN  (19%),  correspondendo  a  uma  diferença 
significativa, o que leva a dizer que o resultado obtido pelo SUBLIM3d corresponde a 
uma média estimativa da carga de colapso experimental. Nesta parede existem tanto 
propostas  que  apresentam  valores  superiores  como  inferiores  aos  valores 
observados experimentalmente; 
o Pela  observação  da  Figura  5.17  e  da  Figura  5.30  conclui‐se  que  o mecanismo  de 
colapso obtido experimentalmente é semelhante ao descrito para a parede SW200, 
mas os fenómenos de esmagamento e fendilhação foram neste caso mais severos e 
também  se observou que existe encurvadura da parede.  Logo  conclui‐se que este 
mecanismo  de  colapso  não  é  de  todo  semelhante  ao  obtido  pela  aproximação 
numérica (SUBLIM3d); 
o Os  resultados  obtidos  (carga  e mecanismo  de  colapso)  pelo  SUBLIM3d  poderiam 
corresponder  a  uma melhor  estimativa  da  carga  de  colapso  experimental  caso  se 
considerassem  as  deformações  dos  tijolos.  A  diferença  obtida  não  seria  tão 
significativa  como  na  parede  SW200  porque  surgem  nesta  parede  fenómenos  de 
encurvadura  lateral  (que  não  se  implementaram)  embora  exista  uma  elevada 
proporção de  fenómenos de esmagamento e  fendilhação nos blocos de pedra  (ver 
Figura 5.17). 
Por último,  apresentam‐se  alguns  comentários  da  interpretação do  comportamento  geral das 
quatro paredes modelo ensaiadas: 
• Comparando as duas modalidades  (.1 e  .2)  chega‐se à  conclusão que não existe nenhuma 
diferença significativa. Este resultado era esperado porque o comportamento experimental 





• Pela observação da  Tabela  5.6,  conclui‐se que  a  força horizontal máxima  aumenta  com  a 
força  vertical  aplicada,  como  seria  de  esperar  devido  ao  aumento  do  confinamento  da 
parede, conduzindo também a um aumento da fragilidade da parede; 
• Os diagramas que se apresentam na Figura 5.23 até à Figura 5.26 são caracterizados por dois 
comportamentos  distintos  globais.  Inicialmente,  as  curvas  exibem  grande  rigidez  e 


























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































os mesmos  que  os  apresentados  pelo  ensaios  de  compressão  e  tracção‐
compressão biaxial; 
II. A  junta  apresenta  uma  espessura  de  0.015  m  (espessura  existente  nos 
ensaios de compressão e tracção‐compressão biaxial); 




as  propriedades  da  alvenaria,  resultando  dimensionalmente  em                 
0.11 x 0.031875 m; 






II. Considerou‐se  que  a  resistência média  à  compressão  assume  o  valor  de   
8.01 MPa (valor apresentado em [38]); 
III. Para  a  obtenção  dos  restantes  parâmetros  seguiu‐se  o mesmo  raciocínio 
presente  no  capítulo  5.2.1.2.3  em  relação  às  propriedades  dos  blocos  de 




médio  (que  corresponde  a  sensivelmente  metade  do  obtido),  isto  é, 
considerou‐se φ = 30°. 
o Para definir os parâmetros do critério do tijolo seguiram‐se as seguintes etapas: 
I. Considerou‐se  que  a  resistência  média  à  compressão  dos  tijolos  é  de      






































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































isto  é,  passa  de  uma  rotura  progressiva  através  de  um  número  de  juntas 










 Os  resultados obtidos pelo  critério de Armando Nunes Antão demonstram 
uma boa semelhança em relação aos resultados experimentais; 
 Para a maioria dos rácios (σ1/σ2), o ângulo θ exerce uma pequena influência 





compressão  uniaxial,  são  semelhantes  aos  obtidos  experimentalmente, 
excepto quando θ=0° e σ2=0; 
 Os modos de rotura obtidos pelo critério de Armando Nunes Antão, para a 
compressão  uniaxial,  são  semelhantes  aos  obtidos  experimentalmente, 
excepto quando θ=90° e σ2=0; 
 Para a  compressão uniaxial, a  rotura ocorre  sempre num plano normal ao 
plano  do  painel. O  aumento  do  ângulo  θ  provoca  a  alteração  do  tipo  de 
rotura,  isto  é,  passa  de  uma  rotura  que  ocorre  por  fendilhação  e 
deslizamento ao longo da junta horizontal e/ou vertical, para um mecanismo 
combinado envolvendo tanto a fendilhação dos tijolos como das juntas; 
 Para  a  compressão  biaxial,  a  rotura  ocorre  tipicamente  por  divisão  da 
amostra a metade da espessura (num plano paralelo à sua superfície  livre), 
independentemente do ângulo θ. Para níveis elevados dos  rácios  (cerca de 





afectaram  os  resultados  obtidos  numericamente,  porque  a  comparação  é 
feita  com um modelo  teórico  (SUBLIM3d) derivado de  testes a metade da 
escala; 
 Quando não existe a possibilidade de rotura do tijolo num plano paralelo ao 
plano  da  parede  da  alvenaria,  existe  uma  boa  concordância  entre  os 
resultados  obtidos  experimentalmente  e  os  resultados  obtidos  pelo 
SUBLIM3d. Caso contrário, quando existe a possibilidade de rotura do tijolo 































































































































































































































































































































mais  e  menos  fiadas  do  que  o  considerado  nos  cálculos).  Obtiveram‐se  nestes  testes 
diferenças mínimas, permitindo assim afirmar que se optou pelo sistema de apoio correcto, 
que não tem qualquer influência no resultado; 
o Propriedades dos materiais  considerados: para  chegar a estas propriedades passou‐se por 
um vasto processo de discussão/interpretação/comparação de resultados que se apresenta 
sumarizado de  seguida.  Inicialmente, optando‐se pelas propriedades  fornecidas por A. W. 
Page,  observou‐se  que  não  havia  uma  boa  semelhança  entre  os  resultados  obtidos  pelo 
SUBLIM3d  e  os  resultados  obtidos  experimentalmente.  Por  isso,  para  se  obter  um maior 
ajustamento global aos  resultados obtidos experimentalmente, procedeu‐se à optimização 
dessas propriedades. Essa optimização  foi alcançada primeiro, através da  compreensão da 






o Resultados  experimentais/Propostas  (capítulo  5.2.2.2):  apenas  se  apresentaram  os 








No  presente  trabalho  pretendeu‐se  comparar  os  resultados  existentes  (tanto  experimentais 
como  teóricos) com os  regulamentos existentes, CEN  [2], mas  tal não  foi possível devido não só à 
complexidade dos exemplos estudados como também devido a este regulamento ser mais específico 
para edifícios. 
Poder‐se‐ia,  eventualmente,  chegar  a  um  melhor  acordo  entre  os  resultados  obtidos 














































































































através  do  seu  enquadramento  nos  sistemas  de  alvenaria,  no  comportamento  do material  e  nos 
métodos  de  resolução. De  seguida  caracterizou‐se  a  ferramenta  de  cálculo  utilizada  no  presente 
trabalho,  SUBLIM3d,  bem  como  se  procedeu  à  implementação  de  dois  critérios  de  cedência 
(propostos ao autor). Depois, procedeu‐se à validação da  implementação numérica destes critérios. 




Os dois  exemplos de  aplicação de  critérios  sem  truncatura  analisados  serviram para  validar  a 
aplicabilidade do critério de Mohr – Coulomb na determinação de cargas de colapso de sistemas de 
alvenaria,  apresentando  ambos  bons  resultados,  tanto  em  relação  aos  resultados  experimentais 
como em relação aos resultados obtidos por outras estimativas teóricas. 
Por outro lado, o exemplo de aplicação de critérios com truncatura analisado serve não só para 
aferir  a  capacidade dos modelos propostos  como  serve  para  validar  a  aplicabilidade  dos  critérios 
propostos,  captando  no  exemplo  a  forma  dos  envelopes  de  rotura.  O  critério  presente  em  [4]  
revelou‐se ser aquele que apresenta melhores resultados,  isto é, aquele que se aproxima mais dos 
valores obtidos experimentalmente.  
Este  exemplo  demonstra  que  a  escolha  de  critérios  baseados  na  deformação  plana  não 
corresponde  à melhor  forma de  representar o  correcto  comportamento da  alvenaria. Contudo,  a 
opção pela  realização dos  cálculos em  condições de  tensão plana poderá  também não  ser a mais 
representativa  do  comportamento  da  alvenaria.  Assim  sendo  será  necessário  a  efectivação  de 
cálculos  em  condições  tridimensionais  de  forma  a  verificar  a  capacidade  do  SUBLIM3d  em 
representar o colapso da alvenaria nas mais diversas condições. 
Mesmo  assim,  conclui‐se  por  todos  os  exemplos  analisados,  da  robustez,  da  precisão,  da 
eficiência, do desempenho e da capacidade dos critérios analisados na determinação de cargas de 
colapso de sistemas de alvenaria. 
Em  retrospectiva  final,  conclui‐se  que  o  presente  trabalho  atingiu  globalmente  os  objectivos 
definidos  no  início  do  trabalho,  isto  é,  desenvolveu‐se  eficientemente  a  ferramenta  numérica  de 
elementos finitos existente no DEC, com vista à sua aplicação na determinação de cargas de colapso 
de  sistemas  de  alvenaria.  Com  a  inclusão  destes  dois  novos  critérios  de  cedência,  a  ferramenta 
numérica de elementos finitos existente no DEC apresenta também um aumento de capacidade para 
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